Dizimas Periddicas e Fracao Geratriz

Matematica — 8° Ano

Curso completo com defini¢oes, propriedades, demonstracoes, exemplos e
exercicios

Objetivos de aprendizagem

Ao final deste curso, o estudante devera ser capaz de:

1) distinguir nimeros decimais exatos de dizimas periddicas;

\V]

identificar periodo e anteperiodo;

w

classificar uma dizima periédica como simples ou composta;

W

compreender por que toda dizima periddica representa um ntmero racional;

S O

transformar dizimas periddicas compostas em fragoes geratrizes;

\]

verificar uma fragao geratriz por divisao;
8

comparar representacoes fracionarias e decimais de nimeros racionais;

)
)
)
)
) transformar dizimas periddicas simples em fragoes geratrizes;
)
)
)
9)

resolver problemas envolvendo dizimas e fragoes geratrizes.
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1 Introducao

Os nuimeros racionais podem ser representados de véarias formas. Por exemplo,

1
-=05
2 (A

% =0,333333. ..

A primeira representacao decimal termina apés uma quantidade finita de casas decimais. Ja
a segunda continua indefinidamente, mas apresenta uma repeticao regular do algarismo 3.

Esse segundo tipo de representacao é chamado de dizima periédica.

As dizimas peridédicas sao importantes porque mostram que muitos niimeros racionais
possuem uma representacao decimal infinita, mas organizada por um padrao de repeticao.

2 Numeros racionais e representacao decimal

Definicao 2.1: Ntimero racional

Um numero é racional quando pode ser escrito na forma
a
67
em que
a,be
e
b # 0.

O conjunto dos ntimeros racionais é representado por:

Q.

Sdo numeros racionais:




Teorema 2.1: Representacao decimal dos nimeros racionais

Todo niimero racional possui representacao decimal que é:

« finita; ou

« infinita e periddica.

Assim, niimeros como

0,75

0,333333 ...

sao ambos racionais.

3 Decimal exato

Definicao 3.1: Decimal exato

Um nimero decimal é chamado de decimal exato quando sua representacdo decimal
possui uma quantidade finita de casas decimais.

Exemplo

Sdo decimais exatos:

0,5,
2,75,
0,125,
14,037.
A fracao
3
4
possui representacao decimal exata, pois:
3+4=0,75.




4 Dizima periédica

Definicao 4.1: Dizima peridédica

Uma dizima periddica é uma representacao decimal infinita na qual um ou mais algaris-
mos se repetem indefinidamente segundo um padrao fixo.

Exemplo

0,333333333 . ..

¢ uma dizima periddica, pois o algarismo 3 se repete indefinidamente.

Exemplo

0,2727272727 . ..

é uma dizima periddica, pois o bloco

27

se repete indefinidamente.

Exemplo

1,245454545 . . .

também é uma dizima periddica, pois o bloco

45

se repete indefinidamente depois do primeiro algarismo decimal.

5 Notacao da parte periddica

Para evitar escrever infinitos algarismos, usamos uma barra sobre o periodo.

A dizima
0,333333...
pode ser escrita como:
0,3.
A dizima
0,272727 ...
pode ser escrita como:




S
| VNJ'

Exemplo

0,6 = 0,666666 . . .

Exemplo

2,35 = 2,35353535 . ..

Atencao

A barra deve ser colocada apenas sobre os algarismos que se repetem.
Por exemplo:

1,247
significa:
1,247474747 . . .
e nao
1,247247247 . ..
6 Periodo

Definicao 6.1: Periodo

O periodo de uma dizima periddica é o menor bloco de algarismos que se repete indefini-
damente.

Exemplo

Na dizima

o periodo é:

|-

Exemplo

Na dizima

o periodo é:




Exemplo

[\
3

Na dizima

3,145145145 . . .,

o periodo é:

145 |.

Atencao

O periodo deve ser o menor bloco possivel.
Por exemplo:

0,777777 ...

tem periodo 7, e nao 77, 777 ou qualquer bloco maior.

7 Anteperiodo

Algumas dizimas possuem algarismos decimais que aparecem antes do inicio da repeticao.

Definicao 7.1: Anteperiodo

O anteperiodo ¢ o conjunto de algarismos localizados entre a virgula decimal e o inicio
do periodo, que nao fazem parte da repeticao.

Exemplo

Na dizima:

0,16 = 0,1666666 . . . ,

o anteperiodo é:

e o periodo é:

|D

Exemplo

Na dizima:

2,3547,

o anteperiodo é:




e o periodo é:

8 Dizima peridédica simples

Definicao 8.1: Dizima periddica simples

Uma dizima periddica é chamada de simples quando o periodo comeca imediatamente
apos a virgula decimal.

Sao dizimas periddicas simples:

S
“l\D|
N

—

&
\‘Cﬂ

12,123.

Uma dizima periddica simples nao possui anteperiodo.

9 Dizima periédica composta

Definicao 9.1: Dizima periédica composta

Uma dizima periddica é chamada de composta quando existem algarismos nao periédicos
entre a virgula e o inicio do periodo.

Sao dizimas peridédicas compostas:

0,18,
2,3547,

5,0023.




Notacao

Resumo:

‘periodo comeca logo apés a virgula = dizima simples‘

‘existe anteperiodo = dizima composta‘

10 Fracao geratriz

Definicao 10.1: Fracao geratriz

A fragao geratriz de uma dizima periddica é a fragdo que representa exatamente o mesmo
numero racional que a dizima.

Exemplo

A fragao geratriz de

Wl

De fato:

1+3=0,333333. ..

Exemplo

A fragao geratriz de

Wl N

11 Fracao geratriz de dizima simples com periodo de
um algarismo

Considere:



Isso significa:

x = 0,333333. ..

Multiplicando ambos os lados por 10:

10z = 3,333333 . ..

Subtraindo a equacao original:

10z — x = 3,333333 ... — 0,333333 . ..

obtemos:
9z =3
Logo:
3 1
r=—-=—.
9 3
Portanto:
_ 1
0,3=—.
3

em que a é um algarismo, entao:

A fracao deve ser simplificada quando possivel.

Determine a fragao geratriz de:

0,7.




Temos:

z=0,7.
Multiplicando por 10:

10z = 7.7.
Subtraindo:
10z —x =17.

Logo:

9 =17
e

R

=5

Determine a fragao geratriz de:

0,6.
Pela regra:
~ 6
0,6 =—
9
Simplificando:
6 2
9 3
Logo:
_ 2
0,6 =—
’ 3

12 Periodo com dois algarismos

Considere:



Temos:

x = 0,27272727 ...

Como o periodo possui dois algarismos, multiplicamos por:

100.
Logo:
100x = 27,27272727 . ..
Subtraindo:
100x — x = 27,272727 ... — 0,272727 . ..
obtemos:
99x = 27.
Portanto:
27
T =—.
99
Simplificando:
273
99 11
Logo:

entao:

ab
99’

em que ab representa o numero formado pelos algarismos a e b.

Tr =

10



Exemplo

Determine a fracao geratriz de:

0,45.

Como o periodo possui dois algarismos:
Simplificando por 9:

Logo:

13 Periodo com trés ou mais algarismos

A mesma ideia continua valida.

Teorema 13.1: Regra geral para dizimas simples

Se uma dizima peridédica simples possui periodo com n algarismos, entao sua fracao geratriz
possui:

e no numerador, o nimero formado pelos algarismos do periodo;
e no denominador, n algarismos 9.

Por exemplo:

— abc
O,CL C = @
E:
abed
0,abcd = 9999

Determine a fracao geratriz de:




O periodo possui trés algarismos. Logo:

015 — 125
) = 999"
Como 125 e 999 nao possuem divisor comum maior que 1, a fracao ja esta
simplificada.

Portanto:

125
999’

Determine a fracao geratriz de:

0,216.

Temos:
216
0,216 = —.
’ 999
Simplificando por 27:
216 8
999 37
Logo:
— 8
0,216 = —.
' 37

14 Parte inteira diferente de zero

Considere:

r=23
Podemos escrever:
r=24+03
Como:
03— 1
) 3’



temos:

T=2+ -
Logo:
. 6 n 7
3 3 3
Portanto:
= 7
23=—-.
3
Determine a fragao geratriz de:
45.
Temos:
- 5
45 =4+ —
) + 9
Logo:
o 5 36 n 5 41
9 9 9 9
Portanto:
- 41
45 =—.
’ 9

15 Meétodo algébrico geral para dizimas simples
Considere:

x = 3,27.

Como o periodo possui dois algarismos:

100z = 327,27.

Subtraindo:



100z — z = 327,27 — 3,27.

Logo:
99x = 324.
Entao:
324
r=—".
99
Simplificando por 9:
36
11
Portanto:
36
3,27 = —.
’ 11

Para uma dizima simples com n algarismos no periodo:

1) chame a dizima de z;

2) multiplique por 10™;

)
)
3) subtraia a equacao original;
4) resolva a equagao obtida;

)

5) simplifique a fragao.

16 Fracao geratriz de dizima composta

Agora estudaremos dizimas que possuem anteperiodo.

Considere:

Isso significa:

x = 0,1666666 . . .

O anteperiodo possui um algarismo. Multiplicamos por 10:

14



10z = 1,666666 . . .

Agora o periodo comecga imediatamente apds a virgula.

Como o periodo possui um algarismo, multiplicamos novamente por 10:

100z = 16,666666 . . .

Subtraindo:
1002 — 10x = 16,666666 ... — 1,666666 . . .
obtemos:
90z = 15.
Logo:
15
r=—.
90
Simplificando:
1
T = —.
6
Portanto:
|
0,16 = —.
’ 6

17 Regra pratica para dizima composta

Existe uma forma pratica de obter a fragao geratriz.

Teorema 17.1: Regra pratica da dizima composta

Para uma dizima periddica composta:

1) escreva no numerador o nimero formado pela parte ndo periédica e pelo primeiro
periodo completo;

subtraia o niimero formado apenas pela parte nao periddica;

depois coloque tantos 0 quanto forem os algarismos do anteperiodo;

)

3) no denominador, coloque tantos 9 quanto forem os algarismos do periodo;
)
)

simplifique a fragao.

15



Determine a fracao geratriz de:

0,27.

O numero formado pelo anteperiodo e pelo periodo é:

27.

O ntmero formado apenas pelo anteperiodo é:

2.

Logo, o numerador é:

27T -2 =125.

O periodo possui um algarismo, entao colocamos um 9.
O anteperiodo possui um algarismo, entao colocamos um 0.

Assim:
25
T =—.
90
Simplificando por 5:
L5
18
Portanto:
_ 5)
027 = —.
’ 18

Determine a fragao geratriz de:

0,123.




Numero formado até completar um periodo:

123.
Parte nao periodica:
12.
Numerador:
123 — 12 =111.
O periodo possui um algarismo:
9.

O anteperiodo possui dois algarismos:

00.
Logo, o denominador é:
900.
Assim:
111
“ 7 900°
Simplificando por 3:
5T
~ 3007
Portanto:
_ 37
0,123 = —.
' 300

18 Dizima composta com periodo de dois algarismos

Determine a fragao geratriz de:

17



O anteperiodo é:

O periodo é:

27.

Numero formado até completar um periodo:

427.
Parte nao perioddica:
4.
Logo, o numerador é:
427 — 4 = 423.

O periodo possui dois algarismos, portanto o denominador comega com:

99.

O anteperiodo possui um algarismo, portanto acrescentamos um zero:

990.
Assim:
423
= —.
990
Simplificando por 9:
47
r=—.
110
Portanto:
_ 47
427 = —.
Uil 110

19 Dizimas com parte inteira e anteperiodo

Considere:

x = 2,16.

Podemos aplicar diretamente o método algébrico.

18



z = 2,1666666 . . .

Multiplicando por 10:

10z = 21,666666 . . .

Multiplicando por 100:

100z = 216,666666 . . .

Subtraindo:
100z — 10z = 216,666 ... — 21,666. ..
Logo:
90z = 195.
Assim:
195
r=—n:
90
Simplificando:
13
T = —.
6
Portanto:
_ 13
2,16 = —.
’ 6

20 Por que toda dizima periddica é racional?

Teorema 20.1: Toda dizima peri6édica é racional

Toda dizima periddica representa um ntmero racional.

Justificativa.

Considere uma dizima periddica qualquer. Ao multiplicd-la por uma poténcia adequada de
10, podemos alinhar duas partes decimais idénticas.

Subtraindo as duas expressoes, a parte decimal periddica desaparece, e obtemos uma equagao
da forma:

axr = b,

19



em que a,b € Z e a # 0.

Portanto:

Tr = —.

Como x pode ser escrito como quociente de dois nimeros inteiros, temos:

r € Q.

Esse resultado é fundamental: uma representacao decimal infinita ndo é necessariamente

irracional.
Se os algarismos se repetem periodicamente, o nimero ¢é racional.

21 Decimal infinito nao periédico

Definicao 21.1: Decimal infinito nao periédico

Um decimal infinito ndo periddico é uma representacao decimal que possui infinitas casas
decimais, mas nao apresenta um bloco de algarismos que se repete indefinidamente.

Exemplo

O numero:

3,14159265358979 . ..

nao apresenta periodo decimal. Ele corresponde ao ntimero irracional 7.

Exemplo

O numero:

1,41421356237 . ..

corresponde a:

\/57

que também ¢é irracional.

Notacao

Resumo:

| decimal finito = racional |

|decimal infinito periédico = racional|

20



‘decimal infinito nao peridédico = irracional

22 O caso 0,9

Um exemplo interessante é:

0,999999. ..
Vamos chamar:
x =09
Multiplicando por 10:
10z = 9,9.
Subtraindo:
10z — 2z = 9.
Logo:
9r =9,
portanto:
r=1
Assim:
09=1

0,9 ndo é apenas “muito préximo” de 1.
Matematicamente:

09=1.

Sao duas representagoes diferentes do mesmo niimero real.

21



23 Método geral para obtencao da fracao geratriz

Para uma dizima periédica qualquer:

1) defina a dizima como x;

[\

conte quantos algarismos existem no anteperiodo;

w

multiplique = por uma poténcia de 10 para deslocar o anteperiodo;

W

ot

multiplique novamente por uma poténcia de 10 para repetir a mesma parte decimal;

D

subtraia as equagoes;

~J

)
)
)
) conte quantos algarismos existem no periodo;
)
)
) resolva para x;

)

8

Determine a fracao geratriz de:

simplifique a fracao obtida.

z = 0,2375.

22



O anteperiodo possui dois algarismos.
Multiplicamos por 100:
100x = 23,454545 . ..
O periodo possui dois algarismos.
Multiplicamos por mais 100, isto é:
100002 = 2345,454545 . ..
Subtraindo:
100002 — 100z = 2345,454545 ... — 23,454545 . . .
Logo:
9900x = 2322.
Assim:
2322
r=—.
9900
Simplificando:
_ 129
550
Portanto:
129
0,2345 = —.
’ 550

24 Verificacao da fracao geratriz

Uma forma importante de verificar o resultado é realizar a divisao.

Verifique se:

bt
11
é a fragao geratriz de:

0,45.

23



Efetuando:
5 =11
obtemos:
0,45454545 . ..

Portanto:

5 _

— =045

11 ’
A fracao esté correta.

25 Comparacao de dizimas

Dizimas peridédicas podem ser comparadas como outros nimeros decimais.

Compare:
0,4
e
0,45.
Temos:
0,4 = 0,444444 . ..
e

0,45 = 0,450000. . .

Comparando casa por casa:

0,444444 ... < 0,450000. ..
Logo:

0,4 < 0,45.




Compare:
0,7
e
3
1
Temos:
0,7=0,777777 . ..
e
3
- =10,75.
4 )
Portanto:
_ 3
07> -
’ 4

26 Erros comuns

Atencao

Erro 1: confundir periodo com todos os algarismos depois da virgula.
Em:

0,123,

o periodo é apenas:

O ntmero 12 é o anteperiodo.

Atencao

Erro 2: colocar zeros no lugar dos noves no denominador.
Para:

0,27,

o denominador é:

99,

€ nao:

25



100.

Atencao

Erro 3: usar apenas noves em uma dizima composta.
Para:

0,27,

o periodo tem 1 algarismo e o anteperiodo tem 1 algarismo.
Logo, o denominador é:

90,

e nao 99.

Atencao

Erro 4: esquecer de subtrair a parte nao periddica.

Para:
0,123,
nao fazemos:
123
900
O correto é:
123 — 12 -~ 111
900 900

Atencao

Erro 5: nao simplificar a fragao final.
Por exemplo:

é correto, mas deve ser simplificado:




27 Resumo pratico das fracoes geratrizes

Dizima Fracao inicial Resultado
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28 Exercicios

28.1 Parte A — Identificacao

Exercicio

Classifique cada ntiimero como decimal exato, dizima peridédica simples ou dizima
periodica composta.

a) 0,75 e) 1,27

b) 0,3 f) 4,128

c) 0,16 g) 0,125

d) 2,35 h) 7,345

28.2 Parte B — Periodo e anteperiodo

Exercicio
Identifique o periodo e, quando existir, o anteperiodo.

a) 0,7
5

)
b)
c)
)
)

N

o
\)

0
0,
3

7

5
3427

e) 0,00681




28.3 Parte C — Fragoes geratrizes simples

Exercicio

Determine a fragao geratriz.
a) 0,2 e) 0,36
b) 0,5 f) 0,72
c) 0,8 g) 0,125
d) 0,18 h) 0,144

28.4 Parte D — Parte inteira

Exercicio

Determine a fracao geratriz.

28.5 Parte E — Dizimas compostas

Exercicio

Determine a fracao geratriz.




28.6 Parte F — Verificacao

Exercicio

Determine a representacao decimal de cada fracao e indique se é decimal exato ou
dizima periodica.

a) 3 d)
b)% e)g
c) § f) §

29 Gabarito comentado

29.1 Parte A

a) 0,75: decimal exato.

b

0,3: dizima periédica simples.

¢) 0,16: dizima periédica composta.

d) 2,35: decimal exato.

e) 1,27: dizima peri6dica simples.
f) 4,128: dizima peridédica composta.
g) 0,125: decimal exato.

)
)
)
)
)
)
)
h)

7,345: dizima periddica composta.

29.2 Parte B

a) periodo: 7; nao possui anteperiodo.

b) periodo: 42; nao possui anteperiodo.

d

)
)
c¢) anteperiodo: 1; periodo: 5.
) anteperiodo: 34; periodo: 27.
)

e) anteperiodo: 006; periodo: 81.




29.3 Parte C

a) e)
2 . 36
2="=. ==
02=3 096 =90 =11
b) f)
_ 5 — T2
= — P = =
05=4 0 99 11
2 8 E) 125
B== 125 = —.
08=3 0125 = oo
d) h)
08=5_ 2 0,141 = 24 _ 16
99 11 999 — 111

29.4 Parte D

) 1 4
13=1+-=—.
’ +‘3 3
b)
_ 5 23
25 =24+ - ==,
’ +'9 9
c)
4T oap o 8T
e 11 11
9 81
T8I =7+ —.
99
Como:
81
99 11’
temos:
9 86
11 11°

30



29.5 Parte E

a)

_  12-1 11
12= —— = —
0 90 90
b)
_ 35-3 32 16
0.35=""—55 90 45
c)
0127 = 127 — 12 _ 115 _ ﬁ
900 900 180
d)
0.4T8 = 418 — 4 _ 414 _ §
990 990 55
e)
_ 236 —23 213 71
236 = = = —.
0,236 900 900 300
f) Para
r = 1,23,
temos:
102 = 12,3
e
100z = 123,3.
Subtraindo:
90x = 111.
Logo:
11 37
90 30

29.6 Parte F

a)
L_ 0,5
2 - )
decimal exato.

b)

Wl
Il
k=
wl

dizima periddica.

31



c)
2 _
= =0,2
9 Y
dizima periodica.
d)
5 _
— =0,45
11 ’
dizima periodica.
e)
7
- =0,875
8 )
decimal exato.
f)
1 _
= =0,16
6 )
dizima periddica composta.

30 Awvaliacao final

Avaliagao final — Dizimas periddicas e fragao geratriz

Resolva as questoes abaixo.
1. Defina dizima periddica.
2. Identifique o periodo de:
0,54.
3. Identifique o anteperiodo e o periodo de:
0,127.
4. Classifique:
2,35.
5. Determine a fracao geratriz de:
0,4
6. Determine a fracao geratriz de:
0,72.
7. Determine a fracao geratriz de:
0,16.
8. Determine a fracao geratriz de:
0,2345.

32



9. Mostre que:
0,9 =1.

10. Explique por que toda dizima periddica é um ntimero racional.

30.1 Gabarito da avaliacao final

1. Uma dizima periédica é uma representacao decimal infinita na qual um ou mais
algarismos se repetem indefinidamente segundo um padrao fixo.

2. O periodo é:
[54]
3. Anteperiodo:
[12]
Periodo:
(7]
4. Como o periodo comeca imediatamente apods a virgula:

dizima periddica simples.

5.
012
9 - 9
6.
__ 72 8
0,712 = — = —
99 11
7. 16—1 15 1
0,16 90 90 6
8.
__ 2345 -—-23
0,2345 = ——.
’ 9900
Assim:
2322
9900
Simplificando:
129
550

33



9. Seja:

x =209

Multiplicando por 10:
10z = 9.9.
Subtraindo:
10z —x = 9.

Logo:

92 =9
e:

7=l
Portanto:

09=1

10. Ao multiplicar uma dizima peridédica por uma poténcia adequada de 10, podemos
alinhar as partes peridédicas. Subtraindo duas expressoes, a parte infinita é
eliminada, obtendo uma equacao do tipo:

axr =b.
Assim:
b
T = -,
a
em que a e b sao inteiros.
Logo:
x € Q.

31 Conclusao

As dizimas periddicas sao representagoes decimais infinitas de niimeros racionais. Apesar de
possuirem infinitas casas decimais, apresentam um padrao regular de repeti¢ao, chamado de
periodo.

As principais ideias estudadas sao:

1) ntimeros racionais possuem representacao decimal finita ou periddica;
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2) o periodo é o menor bloco de algarismos que se repete;

3) o anteperiodo aparece antes do periodo;

5) dizimas compostas possuem anteperiodo;

6

)
)
4) dizimas simples nao possuem anteperiodo;
) di
) toda dizima periddica possui uma fragdo geratriz;
)

7) toda dizima peridédica representa um numero racional.

Resumo final:

a

g=

7a 9

— ab
0ab= 2
7= 99
__ abe
0.abc = 2¢
47C= 999

Para dizimas compostas:

numerador = ntimero até um periodo — parte nao periddica

e:
denominador = 99...9 00...0
N—— N——
algarismos do periodo algarismos do anteperiodo
Por fim:

‘ dizima periddica = nimero racional.

Fim do curso
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