Poténcias com Expoentes Negativos e
Fracionarios

Curso completo de Matematica — 9° ano do Ensino Fundamental

Alinhado a habilidade EFO9MAO03 da BNCC
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1 Apresentacao e objetivos de aprendizagem

A potenciagao foi inicialmente definida para expoentes naturais como uma forma abreviada
de representar multiplicacoes repetidas. Entretanto, para que suas propriedades permanecam
coerentes em divisoes, raizes e problemas de medida, é necessario ampliar o significado do
expoente. Surgem, assim, o expoente zero, os expoentes inteiros negativos e os expoentes
fracionarios.

Este curso constroi essa ampliagao sem apresentar as novas regras como simples receitas.
Cada definicao sera motivada pela necessidade de preservar as propriedades fundamentais da
potenciacao.

Ao concluir o curso, espera-se que o estudante seja capaz de:

identificar base, expoente e poténcia;
o interpretar expoentes naturais, zero, inteiros negativos e racionais;
o justificar por que a’ = 1, quando a # 0;

" =1/a" e reconhecer suas restrigoes;

e compreender que a~
« relacionar expoentes fracionarios e radicais;

« calcular poténcias com expoentes racionais em casos exatos;
o aplicar corretamente as propriedades da potenciagao;

« simplificar expressoes envolvendo poténcias e radicais;

e determinar quando uma poténcia representa um nimero real;

 resolver problemas geométricos, cientificos e cotidianos.

Correspondéncia com a BNCC

O curso desenvolve principalmente a habilidade EFO09MAOQ3: efetuar calculos com
nimeros reais, inclusive poténcias com expoentes fracionarios. Também prepara o
estudante para operagdes em notacao cientifica e para o estudo de fungoes e equagoes.

2 Revisao: poténcias com expoentes naturais

2.1 Definicao fundamental
Definicao 2.1: Poténcia de expoente natural positivo
Seja a € R e sejan € N, com n > 1. Define-se

at=a-a-a--a.
—_———

n fatores

O numero a é a base, n é o expoente e a” é a poténcia.




Notacao

Indicaremos o conjunto dos niimeros naturais positivos por
N* =N\ {0} ={1,2,3,...}.

Assim, escrever n € N* significa que n é natural e n > 1.

NG 22 2 8
34=3.3.3.3=8l, <_): _____ _ 8

Base negativa e uso dos parénteses

Os parénteses determinam a base:

(—2)* = 16, —2* = —(2% = —-16.

Em (—2)% a base ¢ —2. Em —2% a potenciagao ¢ realizada antes do sinal de oposicio,
de acordo com a ordem das operagoes.

Teorema 2.1: Sinal de uma poténcia de base negativa
Se a < 0 e n é natural positivo, entao:
e a" > 0 quando n é par;

e a" < 0 quando n é impar.

Demonstracao

Quando n é par, os fatores negativos podem ser agrupados aos pares, e cada par possui
produto positivo. Quando n é impar, sobra um fator negativo apds os agrupamentos,
tornando o produto negativo.

2.2 Casos especiais de base
Para todo natural positivo n,

1, n par,

, n impar.

1" =1, 0" =0, (-1)" = {

Nao se deve confundir a com an. Por exemplo,
5% =125, 5.3=15.

O expoente indica uma poténcia, nao uma multiplicagdo da base pelo expoente.




3 Propriedades fundamentais da potenciacao

3.1 Produto de poténcias de mesma base

Teorema 3.1: Produto de mesma base

Para a € R e m,n € N*,

Demonstracao

A primeira poténcia contém m fatores iguais a a e a segunda contém n. Ao multiplica-las,
obtemos m + n fatores iguais a a:

m_n

a"a"=a---a a---a=a"""
—_—— N —

m fatores n fatores

3.2 Quociente de poténcias de mesma base

Teorema 3.2: Quociente de mesma base

Se a # 0 e m,n € N* com m > n, entdo

an
Demonstracao

Cancelando os n fatores comuns no numerador e no denominador, restam m — n fatores
iguais a @ no numerador.

3.3 Poténcia de uma poténcia

Teorema 3.3: Poténcia de poténcia

Para a € R e m,n € N,

Demonstracao

—~

IS
3
~—
3

I

IS
3
oS

A expressao (a™)" é o produto de n fatores iguais a a”. Pela propriedade do produto

de mesma base,
(am)n — am . am . am — am+m+~~~+m — amn'
—_——
n fatores




3.4 Poténcia de produto e de quociente

Teorema 3.4: Poténcia de um produto

Para a,b € R e n € N*,
(ab)™ = a"b".

Teorema 3.5: Poténcia de um quociente

Para a,b € R, com b # 0, e n € N*¥,

Poténcia nao distribui sobre soma ou subtracao

Em geral,
(a+b)"#a"+0b0" e (a—b)"#a"—0b".

Por exemplo,
(2 +3)? = 25, 22 +3% =13,

Quadro das propriedades naturais

ama” = am—l—n,
am m—n
o =a (a #0, m >n),
Y
ab)" = a"b",

4 Expoente zero

4.1 Por que o expoente zero deve produzir 17

Considere o quociente de uma poténcia nao nula por ela mesma. Por um lado,

n

a
— =1.
a?’l
Por outro, a propriedade do quociente sugere
n
a —
gt = CLO
an

Para que as duas expressoes sejam coerentes, devemos ter a’ = 1.



Definicao 4.1: Poténcia de expoente zero

Para toda base real nao nula a,

O caso (°

A definicdo a® = 1 exige a # 0. No contexto elementar, a expressao
00

¢é considerada indeterminada e ndo deve receber automaticamente o valor 1.

4.2 Sequéncia de poténcias

Ao diminuir o expoente em uma unidade, dividimos a poténcia pela base:

S S P N (R Gl

Esse padrao motiva os expoentes negativos.

5 Expoentes inteiros negativos

5.1 Definicao

Definicao 5.1: Poténcia de expoente inteiro negativo

SeaeR,a#0,en e N* define-se

O expoente negativo indica o inverso multiplicativo da poténcia de expoente positivo
correspondente.

1 1
= — = ——=(,0001.
104 10000 ’




O expoente negativo nao tor

na a poténcia negativa
O sinal do expoente nao ¢ o sinal do resultado:

1
273 =2->0.
8
Ja

O sinal do resultado depende da base e da paridade do expoente inteiro.

Teorema 5.1: Inversao de uma fragao

Se a,b# 0 e n € N*, entao

= .

(9)—": 1 :i:b_”:<b>"
Q) e el

Exemplo

Pela definicao de expoente negativo,

5.2 Restricoes envolvendo zero

Teorema 5.2: Impossibilidade de expoente negativo na base zero

Se n € N*, a expressao 0~" nao representa um nimero real.

Demonstracgao

Pela definicao,

1 1
O—n

o0

Como a divisao por zero nao é definida, 0~ nao existe em R.




5.3 Propriedades para expoentes inteiros

Teorema 5.3: Leis dos expoentes inteiros

Se a,b € R\ {0} e m,n € Z, entao:

aman — a/m—i—n7
m
c;_n _ gmn
(am)n — amn,
(ab)n — nbn,

Demonstracido de um caso com expoente negativo

Verifiquemos a primeira propriedade quando m > 0, n < 0 e m > —n. Escreva n = —k,
com k > 0. Entao

ak  ak

Os demais casos sao obtidos de modo semelhante. A defini¢do do expoente negativo foi
escolhida precisamente para preservar essas propriedades.

Exemplo resolvido: simplificacao

Simplifique
3—2 . 37
3
Somando e subtraindo os expoentes,
3_;3 37 — 3—2+7—3 — 32 _ 9

Exemplo resolvido: expoente externo negativo

x™2y? - 6 4\ 2
(h) -6
— 1’12y_8
1.12
g E’
para x,y # 0.
5.4 Poténcias de base dez
Para n € N*,
1
107" = —.
107



Assim,
107'=0,1, 1072=0,01, 107°=0,001, 107°=0,000001.

Os expoentes negativos de base 10 sao fundamentais para representar medidas muito

pequenas, como espessuras, dimensoes celulares e comprimentos de onda. Esse uso sera
aprofundado no curso de notacao cientifica.

6 Radiciacao e raizes n-ésimas

6.1 Radiciagcao como operacgao inversa

Definicao 6.1: Raiz n-ésima

Seja n € N, com n > 2. Uma raiz n-ésima de um niimero real a é um ntmero real x que

satisfaz

Na expressao

n é o indice, a é o radicando e o simbolo / é o radical. Quando n = 2, omitimos o indice:

Va=+a.

6.2 Indice par e indice impar

Teorema 6.1: Existéncia de raizes reais

Considere n > 2 inteiro.

e Sen é par, /a é real somente quando a > 0.

e Se n é impar, {/a é real para todo a € R.

Demonstragao

Toda poténcia de expoente par é nao negativa. Portanto, ndo existe ntimero real x
tal que 2" = a < 0 quando n é par. Para indice impar, poténcias preservam o sinal:
bases positivas produzem resultados positivos e bases negativas produzem resultados
negativos, permitindo raizes de qualquer real.

Exemplo

V81=3,  /—125=-5  V/—64¢R.




6.3 Raiz principal

Definicao 6.2: Raiz principal

Quando o indice n é par e a > 0, o simbolo {/a representa a raiz nao negativa, chamada
raiz principal.

Raiz quadrada e solugoes de uma equagao

O sfmbolo /25 representa apenas 5:
VB = 5,
Entretanto, a equacdo 22 = 25 possui duas solucoes:
r=9>5 ou z= -9,

isto é, x = +5. Nao se escreve /25 = £5.

Teorema 6.2: Raiz de uma poténcia

ParaaeRen > 2:

a, n Impar.

nan:{m,

Exemplo

N R A [

Portanto, em geral, va? = |a|, e ndo simplesmente a.

7 Propriedades dos radicais

Teorema 7.1: Produto de radicais de mesmo indice

Para a,b>0en > 2,
Vab = Va /b

Para indice impar, a propriedade continua valida para radicandos reais.

Teorema 7.2: Quociente de radicais de mesmo indice

Paraa>0,b>0en > 2,

Para indice impar, admite-se também a < 0 e b < 0, desde que b # 0.

V72 =36 -2 =62, V54 = /272 = 3V/2.




Radical nao distribui sobre soma

Em geral,

Va+b+# fa+ V.

Por exemplo,

VIF+16=5  VI+V16="17.
Definicao 7.1: Radicais semelhantes

Dois radicais sao semelhantes quando, apés simplificagdo, possuem o mesmo indice e o
mesmo radicando.

V12427 =2v3+3V3
— 5V/3.

Ja& /2 + /3 néo pode ser reduzido por adicdo.

8 Expoentes fracionarios

8.1 A origem do expoente 1/n

Queremos preservar a propriedade (a”)® = a". Se r = 1/n, entéo
(al/n>n _ a(l/n)n = a.

1/n

Logo, a'/™ deve representar o nimero cuja poténcia n-ésima é a. Isso motiva a definicao

Definicao 8.1: Expoente fracionario positivo

Sejam m € Z, n € N* e m/n uma fragao irredutivel. Para a > 0, define-se

a™™ = Jam = (C/E)m )

Quando a = 0, a definigdo vale apenas para m/n > 0.

No expoente m/n:

e 0 denominador n indica o indice da raiz;

e o numerador m indica a poténcia.

Assim,

=
33
I
S
Q
3
I
/N
5
IS
N~—
3




16'/2 = /16 = 4, 273 = /27 = 3,

3220 = (V32) =22 =4, 81% = (VBI) =3 =27,

Escolha da ordem de calculo

Para calcular 642, podemos escrever

64%% = (¥ 64)2 — 42 = 16.

3 3 3 . . ’ .
Também poderiamos calcular v/642, mas elevar primeiro produz nimeros maiores. Em
geral, é mais eficiente extrair a raiz antes de elevar a poténcia.

8.2 Expoente fracionario negativo

Definicao 8.2: Expoente racional negativo

Se a >0 e m,n € N* entao

Exemplo

8\-23 o [ J21\° 3\ 9
&) =G) =l5)=6) -3

8.3 Bases negativas

Teorema 8.1: Poténcias racionais de base negativa
Considere a < 0 e uma fragao irredutivel m/n, com n > 0.
« Se n é impar, a™" pode ser definido em R por a™/™ = (/a)".

« Se n é par, a™™ nao representa um nimero real.

Exemplo

<_8)1/3 = \3/__ = _27

11



(325 = (V=32)" = (-2 = 4,

enquanto

(—16)Y2 = /=16 ¢ R.
Reduza a fracao do expoente

Quando a base é negativa, o expoente deve ser escrito na forma irredutivel antes de
analisar a existéncia real. Por exemplo,

Logo, a interpretacao coerente é
(—8)%/¢ = (=8)V/3 = —2.

Aplicar diretamente M produziria 2, mostrando por que a reducdo prévia é
indispensavel nesse caso.

8.4 Quadro de existéncia no conjunto real

Situagao Condicao de existéncia em R

a”, com a >0 Existe para todo r € Q

or Existe para r > 0; 0° é indeterminado e 0" nao
existe para r <0

a™™ com a < 0 Na forma irredutivel, existe quando n é impar

Raiz de indice par O radicando deve ser nao negativo

Raiz de indice impar O radicando pode ser qualquer real

9 Leis dos expoentes racionais

Teorema 9.1: Leis dos expoentes racionais positivos

Sea,b>0er secQ,entao

aras — CLT+S,
a” _
E — aT 37

(aT>S = CLTS7

(ab)" =a"b",

7N
SRS
S~
<

I
z| 8

12



A hipoétese a,b > 0 garante que todas as expressoes estejam definidas em R e evita
ambiguidades com raizes pares de niimeros negativos. Em casos particulares de bases
negativas, algumas propriedades continuam validas, mas é necessario examinar o dominio
antes de utiliza-las.

Produto de mesma base em um caso racional

Sejam r = m/n e s = p/n, usando um denominador comum. Para a > 0,

a"a® = am/nap/n
= \n/ am \n/ ap
= v am+p
_ g(mtp)/n

— ar—&—s‘

Exemplo: produto e quociente
52/3 . 57/6 — 54/6+7/6 — 511/6‘

Além disso,
25/ 4

2_3/4 — 25/4—(—3/4) _ 28/4 _ 22 — 4

Exemplo: poténcia de poténcia

(81% 4)2/3 — 816/9/3) — g11/2 _ g,

Somar expoentes exige a mesma base

Nao podemos escrever
2885 =61

A regra a™a™ = o™ exige bases iguais. Quando os expoentes sao iguais, podemos
usar outra propriedade:
2.3 = (2-3)* =6

10 Conversao entre poténcias e radicais

Equivaléncias fundamentais

Paraa >0, m € Z e n € N*,

13



Da poténcia para o radical

2% = /a5, y~2/7 =

Do radical para a poténcia

considerando bases e dominios adequados.

10.1 Simplificacao por expoentes racionais

Para = > 0,
/156 — 4:15/6
_ 52

2 /.

I
8

Exemplo

Para a,b > 0,
VIR PR
Y21 ~ 42/3p-1/3
_ albl

= ab.

11 Simplificacao de expressoes

11.1 Eliminacao de expoentes negativos

Uma expressao costuma ser considerada mais simples quando apresenta apenas expoentes
positivos. Fatores de expoente negativo podem atravessar a barra de fracao, alterando o sinal
do expoente:

Para x,y # 0,

14



Exemplo resolvido completo
Simplifique
(22 2y)?
Axdy—1
Primeiro, aplicamos a poténcia ao produto:

(2272y°)? = 4z~ %S

Entao,

11.2 Extracao de fatores do radical

/432 = /216 - 2
= V632

— 6v/2.

Exemplo

Se x > 0, entao

V7225 = V3624 - 20 = 62%V 2.

11.3 Racionalizacao simples

Definicao 11.1: Racionalizacao

Racionalizar uma fracao significa obter uma fragao equivalente cujo denominador nao
contenha radical.

Denominador com raiz cubica

3 % ’
Multiplicamos por /25 porque /5¢/25 =

Y% 5
— 5.

ot
[\
ot

w
—
[\
Ot




12 Ordem de grandeza e comportamento das poténcias

Teorema 12.1: Efeito de expoentes positivos e negativos

Se a>1en e N* entao
a” > 1 e 0<a "<l

Se 0 < a < 1, ocorre o contrario:

0<a" <1 e a "> 1.

Demonstragao

Se a > 1, multiplicar fatores maiores que 1 produz uma poténcia maior que 1. Seu
inverso fica entre 0 e 1. Se 0 < a < 1, o produto de fatores entre 0 e 1 diminui, enquanto
seu inverso ¢ maior que 1.

Teorema 12.2: Comparagao com expoentes fracionarios

Sea>1ler <s,entdoa” <a®. Sel<a<1ler <s,entao a” > a°, para expoentes
racionais em que as poténcias estejam definidas.

Como2>1e1/2<2/3,

21/2 < 22/3'

Ja para 0 < 1/4 < 1,

13 Aplicacoes geométricas e cientificas

13.1 Lado de um quadrado a partir da area

Teorema 13.1: Lado de um quadrado

Se um quadrado possui area A > 0, seu lado é

0= AYV?2 = /A,

16



Um terreno quadrado possui drea de 450 m?. Seu lado exato é
¢ = 450"2 = /450 = 15v/2m.

Como /2 ~ 1,4142,
¢~ 21,21 m.

13.2 Aresta de um cubo a partir do volume

Teorema 13.2: Aresta de um cubo

Se um cubo possui volume V' > 0, sua aresta mede

a=VY3=VV.

Uma caixa ctibica possui volume de 512 cm?. Sua aresta é

a = 5123 = /512 = 8 cm.

13.3 Escalas de area e volume

Teorema 13.3: Fatores lineares, de area e de volume

Se todas as medidas lineares de uma figura sdo multiplicadas por k£ > 0, entao:

« 0s comprimentos sao multiplicados por k;
e as 4reas sao multiplicadas por k?;

o o0s volumes sao multiplicados por k3.

Inversamente, um fator de drea F' corresponde ao fator linear F'/2, e um fator de volume
) b
G corresponde ao fator linear G'/3.

Se o volume de dois solidos semelhantes esta na razao 27 : 8, a razao entre as medidas




lineares é

27\'3 3
(5) -3
13.4 Grandezas inversamente proporcionais a poténcias

Lei do inverso do quadrado

Em varios modelos fisicos, uma intensidade [ varia com o inverso do quadrado da
distancia d: .
_ a2 S
I =kd == o
Se a distancia triplica, a nova intensidade é
k I
Lo =k(3d) 2= — = =
(3d) 9d> 9
Atividade investigativa: quadrados, cubos e expoentes

Construa uma tabela para n = 1,2,3,4,5 contendo n, n?, n®, n'/? e n’/?. Em seguida:

1. identifique quais raizes sao inteiras;
2. compare o crescimento de n? e n?;

: 1/3 _ 1/2 :
3. explique por que n'/3 < n'/? < n paran > 1;

4. represente os dados em um plano cartesiano, usando cores diferentes.

14 Equacoes elementares com poténcias e raizes

14.1 Equacoes do tipo 2" =a

Teorema 14.1: Solucgoes reais de 2" = a

Se n > 2 é inteiro:

« para n par e a > 0, 2" = a possui duas solucdes: r = +a'/™;
o para n par e a = 0, possui a Unica solu¢ao x = 0;

e para n par e a < 0, ndo possui solugao real;

« para n fmpar, possui uma tnica solucio real: z = a'/".

P=81 =— 1=481"%=43.

18



=125 = z=(—1253=_5

14.2 Equacoes com expoentes negativos

Resolva 272 = 1/16, com x # 0.

L1
22 16

14.3 Equacoes com expoentes fracionarios

Resolva z3/2 = 8, considerando z > 0.

Verificacao:

Verifique as solucgoes

Ao elevar ambos os lados de uma equagao a uma poténcia par, podem surgir solucoes
que nao satisfazem a equagao original. Por isso, toda solu¢ao obtida deve ser substituida
na expressao inicial.

15 Erros frequentes

Erro 1: interpretar expoente negativo como sinal negativo
SR
O correto é

1
-2 _ - _ -
3 =m =g

Erro 2: esquecer de inverter toda a fracao
& =0r=
3/ \2) 4

e ndo —4/9 nem 4/9.




Erro 3: confundir ¢~ com —a"

enquanto —a" é o oposto de a”.

Erro 4: somar expoentes em uma adicao

23 424 £ 97,

A soma dos expoentes é permitida no produto de poténcias de mesma base:

23 .94 =97,

Erro 5: multiplicar expoentes sem poténcia externa

Sao situagoes distintas.

Erro 6: esquecer o médulo

Em geral,
Va? = ’.23‘ )

pois a raiz quadrada principal é ndo negativa. Se x = —5, entdo Va2 = /25 =5, e ndo

|
SA

Erro 7: distribuir raiz sobre soma

Va+b#a+Vb

em geral. As propriedades de produto e quociente nao se estendem a soma.

Erro 8: ignorar o dominio real

(_16)1/2 ¢ R?

pois nao existe nimero real cujo quadrado seja —16.

16 Estratégias de resolucao

Roteiro para calcular a™/"

1. reduza a fragdo m/n, principalmente se a base for negativa,
2. examine se a expressao existe em R;
3. use n como indice da raiz e m como expoente;

4. se m < 0, calcule o inverso;
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5. quando possivel, extraia a raiz antes de elevar a poténcia;

6. verifique se o resultado pode ser simplificado.

Roteiro para simplificar expressoes

1. determine as restri¢gdes: denominadores nao podem ser zero e raizes pares exigem
radicandos nao negativos;

2. aplique poténcias externas a cada fator do produto ou quociente;
3. agrupe poténcias de mesma base;

4. some expoentes em produtos e subtraia em quocientes;

5. converta expoentes negativos em inversos;

6. simplifique fragoes e radicais;

7. apresente o resultado com expoentes positivos, quando solicitado.

Problema integrado

Calcule Ry
o 16 -8
2—3
Calculando cada poténcia,
1 1 1
16712 = — =, 82/3 = (3/8)2 = 4, 278 = 2.
Vi6 4 (V) 3
Portanto,
1/4) -4 1
p-/4-4_ 1o
1/8 1/8
17 Exercicios de fixacao
17.1 Expoente zero e expoentes inteiros
1. Calcule:
a) 5Y; c) 274 e) 107%;

b) (<9 Q) (-3)7% D ()

2. Escreva sem expoentes negativos:



3. Simplifique, supondo as bases nao nulas:

9-3 . 97. [
2) ! d) — =
52 —271,3\—2
b) p=t e) (a=2b°)7%
m—3n5
c) (372)% f) 5o

4. Determine quais expressoes nao estao definidas em R:

5. Compare sem calculadora:

a) 273 e 27 c) (=2) 3 e (=2)7%
b) (1/3)2 e (1/3)°%; d) 107 ¢ 0,00001.

17.2 Radicais e expoentes fracionarios

6. Converta para radical:

a) /7 c) Vb7 o L
1 ) 7
b) 3a2’ d) 7m, f) \6/6

8. Calcule exatamente:

a) 25'/% ¢) 16°/%; e) 125723,
b) 641/3; d) 32%°; f) 8173/4;

9. Calcule, se o resultado for real, ou escreva “nao real”:

) (-27)% ) (~32)° c) (~81)"/

b) (~16)"% Q) (-8)"" D (-1

10. Simplifique:

a) \/48; d) V16 + V/54;

b) /350 e) V12 -/6;
V75

c) VI8 ++/5; £) W
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11. Racionalize:

1 3 )
a) 73 c) ﬁ; e) ;
7 2

17.3 Propriedades e expressoes

12. Simplifique, para bases positivas:

a) a2/3a5/6; e) p5/3q—2/3.

/4 p1/3q1/3
P e o2\
C) (m3/5)10/9; f) <y—1/3> ’

d) (ab)32a=12p71;

13. Calcule:
272/3 X 16—1/2
{—1/3

14. Verifique se cada igualdade é verdadeira. Quando for falsa, dé um contraexemplo:

a) a™ 4+ a" = a™*t";

a) x? = 49; d) 23?2 =27, com x > 0;
b) z3 = —64; e) '3 =b5;
c) x72 =1/25; f) z* = 16.

17.4 Problemas contextualizados

16. Um quadrado possui area de 288 cm?. Determine o lado na forma exata e aproximada aos
centésimos.

17. Um cubo possui volume de 3375 cm?®. Determine sua aresta.
18. Dois cubos semelhantes tém volumes na razao 125 : 64. Qual é a razao entre suas arestas?

19. A intensidade luminosa é modelada por I = 900d~2, em que d é a distAncia em metros.
Calcule I para d =3 e d = 6 e compare.
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20. Uma bactéria mede aproximadamente 2 - 107 m. Escreva essa medida como fracio de
metro e em micréometros, sabendo que 1 pum = 107%m.

21. A area de uma maquete foi multiplicada por 9. Mantendo a semelhanca, por qual fator as
medidas lineares foram multiplicadas? E o volume?

22. Uma caixa ctibica deve comportar 2000 cm®. Escreva a aresta minima na forma de poténcia
e estime-a entre dois inteiros consecutivos.

18

Al.

A2.
A3.

A4.

A5.

A6.

AT.

AS.

A9.

A1lo0.

Questoes de aprofundamento

Explique por que a definicdo a=™ = 1/a™ nao é arbitraria, mas necessaria para preservar

a lei do produto de poténcias de mesma base.

Demonstre que, para a # 0, (a™!)™! = a.

Simplifique, para x > 0,
212 pm1/2

172

Mostre que
412818 =4,

Em seguida, escreva todo o calculo usando apenas poténcias de base 2.

Se a > 0, mostre que

am/n _ CLlcm/k:n

para todo inteiro positivo k.

Explique por que a igualdade anterior exige cuidado quando a < 0. Utilize a = —8 e os
expoentes 1/3 e 2/6.

Resolva em R:
(x—1)32 =38.

Determine todos os valores reais de x para os quais

Va2 =ux.

Sem calculadora, compare 3'/2 e 2%/3. Sugestdo: eleve ambos a uma poténcia conveniente
que preserve a ordem.

Uma grandeza é proporcional a 773, Por qual fator ela se altera quando r é reduzido &
metade?

19 Avaliacao-sintese

1. Justifique as definicoes de a® e a™™.

n

2. Calcule:



10.

Escreva com expoentes positivos e simplifique:
a4y
22y 2"

Calcule exatamente:
256%/4.

. Determine se (—64)5/ 6 representa um ntimero real e justifique.

5 A . .
Converta v a” para poténcia de expoente racional.

Simplifique:

25/3 . 2—1/6

21/2

Resolva em R:

2= i

36

Um cubo tem volume de 1728 cm?. Determine sua aresta e a area total.
Corrija a afirmagao: “Como va? = a, temos /(—=7)? = =77

20 Gabarito comentado

20.1 Exercicios de fixacao

1.

-

10.
11.
12.

13.

© »® 3 o o

a) 1; b) 1; ¢) 1/16; d) —1/27; e) 1/100000 = 0,00001; f) (5/2)* = 25/4.
a) 1/x%; b) 4/a3; c) y*/x?; d) 1/(a®b?); e) m®; f) (q/p)3.
a) 24 = 16; b) 5° = 3125; ¢) 376 = 1/720; d) 2745 = 22, ) a*/1; ) nS/m°.

0° é indeterminado e 072 nao existe em R. As demais estao definidas: 0° = 0, (—2)
edt=1/4.

> 274 b) (1/3)72 < (1/3)73; ¢) (—2)73 < (=2)7% d) sdo iguais.
Va; b) Va?, )1/\/y_,d)\/_e)1/€/2_9;f)\/2_5-
V2 b) a®/?; ¢) bT/% d) mT2e) pm¥t ) o

a
a
a

a ; b) ndo real; ¢) 4; d) 16; e) nao real; f) —

4 =1/16

a 4f 3;b) 53/2; ¢) 3v2 + 22 = 5v/2; d) 2v/2 + 3v/2 = 5v/2; e) VT2 = 6v/2; ) V25 = 5.

2) V2/2 b) TVB/5; ¢) V3/2; d) ¥/2; e) V5; ) V3.

) 27
)
) @
a) 5; b) 4; ¢) 8;d) 4; e) 1/25; f) 1/27.
) —
)
)
a) a®?; b) 291 ¢) m*/3; d) ab'’?; e) p*/q; £) 2Py?.

27431672 9-(1/4) 9

g3 12 2
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

a) falsa, por exemplo 2! + 22 = 6 # 8 = 23; b) verdadeira; c) falsa, por exemplo
(14 1)% = 4 # 2; d) verdadeira nas hip6teses indicadas; e) falsa, pois /(—2)2 = 2 # —2; f)
falsa, pois 271 = 1/2 # —2.

a)x==x7;b)x=—4;¢c)x=45;d) x=9;e) z =125; f) x = +2.

(= /288 = 12v/2 cm ~ 16,97 cm.
a = 33753 = 15 cm.
A razao entre as arestas é
(125)”3 _5
64 4
Para d = 3, I = 900/9 = 100. Para d = 6, I = 900/36 = 25. Ao dobrar a distancia, a
intensidade foi dividida por 4.

2
2:10°m=—"—m=2um.
™= Joo0000 ™ T AHM

O fator linear é 9'/2 = 3. O volume é multiplicado por 3° = 27.

A aresta minima é 2000/ cm. Como 123 = 1728 < 2000 < 2197 = 133, ela estd entre 12 e
13 cm.

20.2 Questoes de aprofundamento

A1l. Para preservar a™a™ = ™", devemos ter

a’a " =a’=1.

Portanto, a=™ deve ser o inverso de a”, isto é, 1/a".

A2.

A3.

212 _ -1/2

_ 1/2—(-1/2) _
T —1=z-1.
7172

Ad. 472 =2 ¢ 8'/3 =2, logo o produto é 4. Em base 2,

(22)1/2(23)1/3 — 21 R 21 — 22 — 4.

Ab5. Para a > 0,

k
akm/kn — Rfgkm = Yqm = am/n'

A igualdade decorre da unicidade da raiz principal positiva.

. k ’ . .
A6. Para base negativa, VaF™ pode envolver indice par mesmo quando a forma reduzida

tem denominador impar. Em particular, (—8)1/ 3 = —2. enquanto a aplicacdo ingénua de
W daria 2. Por isso, reduzimos o expoente antes.
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AT7. Como a base deve ser nao negativa,
xr—1=8"%=4

logo x = 5.
A8. Como V2% = |z|, a igualdade |z| = z ocorre exatamente quando z > 0.
A9. Ambos sao positivos. Elevando a sexta poténcia,

(320 =3 =27, (2°7)°=2'=16.
Logo, 3'/2 > 22/3,
A10. Se G = kr—3 e r é substituido por /2, entdo
Grovo = k(r/2)7% = 2%kr™3 = 8G.

A grandeza é multiplicada por 8.

20.3 Avaliacao-sintese

1. Para preservar a™/a" = a™™ ", definimos a® = 1, com a # (0. Para preservar a"a " = a° = 1,
definimos a™" = 1/a".

2.
(3)‘3 B <5)3 125
5/ \3) 27"
3. 4,3 5
Ty 65 Y
mnyz_x Y _xﬁ'
4.

256%/4 = (v/256)% = 4° = 64.

5. Nao representa nimero real. Na fracao irredutivel 5/6, o denominador é par, o que exigiria
uma raiz sexta de nimero negativo.

6.
Va =a’l’,
no dominio apropriado.

7. 5/39—1/6

253271/ _ 910/6-1/6-3/6 _ 96/6 _ o

21/2 - o o
8.
i 1 1 9
T :—2:% = 2"=36 =— x = =06.
T

9. A aresta é a = 172813 = 12cm. A 4rea total é
Ar = 6a% =6 - 144 = 864 cm®.

10. O correto é Va2 = |a|. Portanto,
(7P =1-7 =7
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21 Resumo final

Mapa conceitual

o Para n € N*, a” representa o produto de n fatores iguais a a.

e Paraa#0,a’ =1.

e Paraa#0en>0,a"=1/a"

o O expoente negativo indica inversao, nao resultado negativo.

o a'/" = {/a e a™™ = {/a™, no dominio adequado.

e O denominador do expoente indica a raiz e o numerador indica a poténcia.
» Para expoentes racionais negativos, | / @,

o Raizes de indice par exigem radicando nao negativo em R; raizes de indice impar
admitem qualquer radicando real.

« Para base negativa, a fracao do expoente deve ser reduzida; o denominador reduzido
deve ser impar.

e {/a™ = |a| para n par e a para n impar.
o As propriedades de produto e quociente nao se distribuem sobre somas.

« Expoentes 1/2 e 1/3 aparecem naturalmente em problemas de area e volume.

Ideia central

Os expoentes zero, negativos e fracionarios nao sao regras isoladas: eles sao definidos de
modo que a linguagem das poténcias permaneca coerente ao incluir inversos, raizes e novas
situagoes de calculo.
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